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基于下限定理的路面结构安定分析 
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摘  要：传统的以弹性理论和经验方法为基础的路面结构设计方法，对路面结构的安全性评价存在着不合理性。安定理论可

为复杂荷载作用下的路面结构承载力分析提供理论依据，基于该定理发展了一种应用于路面结构的安定分析方法，并应用于

2 层路面结构的安定分析，计算给出了荷载作用方式、路面结构形式、材料性质变化对路面安定极限影响的定量分析结果，

通过对比表明了安定分析应用于路面结构的可行性。安定极限可为路面结构的分析与设计提供一定的参考价值。 
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Shakedown analysis of pavement structures based on lower bound theorem 
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（1. Department of Civil Engineering, School of Naval Architecture, Ocean and Civil Engineering, Shanghai Jiaotong University, Shanghai 200240, China;  
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Abstract: Present design method based on the elastic theory and experience is unreasonable while used to evaluate the safety of 
pavement structure. Shakedown theory can provide theoretical basis for bearing capacity analysis of pavements under complex 
loading. Based on the lower bound theorem of shakedown, a method for shakedown analysis of pavements has been presented. By 
applying the shakedown analysis of pavement, influence of load distribution, structural configuration, material properties of 
pavements on shakedown bearing limit are obtained. The analytical results show that the proposed method is valid for analyzing the 
pavement structure. Therefore, shakedown theorem can provide a useful tool for analysis and design of pavements. 
Key words: pavement structure; shakedown theorem; lower bound theorem; Mohr-Coulomb equivalent area circle yield criterion 
 

1  引  言 

路面结构受到不同级位和数量的车辆荷载的

反复作用[1]，关于路面的分析方法与设计理论大多

数都是以弹性理论和经验方法为基础。常规的弹性

设计[2]既不能反映路面结构性态的本质和结构的实

际安全程度，也无法发挥材料塑性性能的潜力。安

定理论为分析和研究复杂荷载作用下结构的响应提

供了强有力的工具，自 20 世纪 30 年代建立以来已

得到了较为广泛的应用。Sharp 和 Booker[3]首先把

安定理论引入路面结构设计中，随后 Yu 和

Hossain[4]、Collins 和 Boulbibane[5]、Zhao 等 [6]、

Nguyen 等[7]学者相继发表了一些安定理论在路面

结构中应用的研究成果，为安定理论在道路领域的

进一步推广发挥了重要作用，目前国内还未见到安

定理论在路面工程具体应用的相关文献。 
本文给出了一种基于下限定理的安定分析方

法，并将其应用于路面结构的安定分析中。 

2  安定概念及理论 

如果结构在变值载荷作用下，在初始阶段产生

塑性变形外，以后不再产生塑性变形的状态叫做安

定状态。对于承受变值荷载的工程结构，除了保证

载荷不到达塑性极限处，还应保证结构处于安定状

态。安定理论包括下限定理和上限定理，下限定理

认为：如果能够找到任何一组不随时间变化的自平

衡的残余应力场 ij ，对于荷载在给定范围内的任何

变化，将它与在假设结构是完全弹性体条件下产生

的应力场 e
ij 相加后，若处处不违背屈服条件，即对

屈服函数 ( )f  有如下关系成立： 
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( ) 0e
ij ijf              （1） 

则结构将安定[8]。该定理可以确定安定荷载的下限。 
上限定理认为：如果能找到一个机动容许的塑

性应变率循环 p
ij ，并且在给定的荷载范围内的某种

加载路径上，有 

   p
 0    0  

d d ( )d
t

i i i i ijV S V
X u T u t F V 

        S   （2） 

则结构不安定。式中： iX 为结构V 的体积力； iT 为

表面 iS 上的面力； iu 为对应于 p
ij 的速度场； p( )ijF 

为塑性耗散能函数[9]。该定理可以确定安定荷载的

上限。 

3  计算模型 

假定路面结构为 2 层，把作用在路面上车辆荷

载简化为一滚动的圆柱作用。由于沿着圆柱滚动方

向的路面结构可看作是无限长，且在 x   内

的各点有相同的加载历史，可简化为图 1 所示半空

间二维平面应变问题[3]。计算模型尺寸为 20a×40a，
有限元模型采用 4 节点平面单元划分，共 4 000 个

单元，4 131 个节点。 
 

 

 
图 1  路面简化计算模型 

Fig.1  Simplified computation model of pavement 
 
圆柱对路面的作用可以采用多种荷载形式，本

文采用了更符合实际车辆轮胎荷载作用的梯形当量

荷载[6]，即把圆柱的作用荷载简化为一垂直于地面

的梯形分布荷载 Vp 和一平行于地面的切向梯形分

布荷载 Hp 。梯形垂直分布荷载的最大值为 op ，假

定 Hp 和 Vp 成比例关系，随着路面摩擦系数

H V/p p  变化。梯形荷载上边长为 2b，下底长 2a。
路面结构假定为 2 层，第 1 层厚度为 h，材料参数 

1E 、 1 、 1c 、 1 分别为第 1 层路面的弹性模量、泊

松比、黏聚力、内摩擦角；第 2 层厚度为 20a -h，
材料参数为 2E 、 2 、 2c 、 2 分别为第 2 层路面的

弹性模量、泊松比、黏聚力、内摩擦角。 

4  安定分析方法 

4.1  屈服准则 
常用的 Mohr-Coulomb 准则在 π 平面上的屈服

轨迹为 6 角形，它在主应力空间的屈服面存在尖顶

和棱角，给数值计算带来困难，容易导致数值计算

不收敛。若π 平面上的屈服轨迹为圆形，则在程序

的编制上更容易实现，而且不存在尖顶处的数值计

算问题，计算效率很高。本文采用了徐干成和郑颖

人[10]提出的 Mohr-Coulomb 等面积圆屈服准则代替

传统的 Mohr-Coulomb 准则，该准则要求π 平面上

的 Mohr-Coulomb 不等边六角形面积与其所表示的

圆面积相等，对平面应变情况有 

1 2( , , ) 0x y xyf I J k           （3） 

式中： 1I 、 2J 分别为包含 x 、 y 、 xy 的应力张量

第一不变量和应力偏张量的第二不变量； 、 k 为
与岩土材料内摩擦角 和黏聚力 c 有关的常数，

Mohr-Coulomb 等面积圆屈服准则时，式(3)中 、k
分别为 

2

2 3sin

2 3π(9 sin )








；

2

6 3 cos

2 3π(9 sin )

ck 





 （4） 

4.2  分析方法 
本文基于式(1)下限安定定理，用式(5)作为安定

判别准则： 

 ;  ( ) 0 ;   ( ) 0e e
ij ij ij ij i ij ijf f       ≤ ≤  （5） 

式中： ij 为某一加载增量步下的残余应力场； e
ij 为

此加载增量步对应的纯弹应力场；为荷载乘子，

满足式(5)的最大值，即为所要求的安定极限乘子

s 。 
采用增量加载弹塑性分析方法，每一荷载增量

步用来求解残余应力场的加载模式如图 2 所示，具

体分析步骤如下： 
①对结构进行单调加载的弹塑性分析，求出弹

性极限 oep ，塑性极限 opp ，安定极限 osp  s op   

oe op[ , ]p p 。 
②进行增量加载弹塑性分析，取 o1 oe(p p   

op ) / 2p ，进行第一增量步加载， o1p 作用在结构上

进行若干循环加载，形成稳定残余应力场。 
③用式(5)中第 1式判别步骤②得到的残余应力

场是否屈服，若屈服，进入步骤⑤；若不屈服，再

对 o1p 作用下的结构进行单调加载纯弹性分析，得

到一纯弹性应力场，把此应力场与步骤②中得到的

残余应力场叠加。 
④对步骤③中在用式(5)中第 1式判断不屈服情

E1,1, c1, 1 

E2,2, c2, 2 
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h 
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p o
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况下，再用式(5)中的第 2 式判别叠加后的应力场  
是否屈服，若屈服进入步骤⑤；若不屈服，进入步

骤⑥。 
⑤在 oep 和 o1p 之间用二分法加载到一残余应

力场不发生屈服的 oip 时如图 2 所示。同样，在 oip 作

用下进行若干循环加载，把在 oit 处得到的稳定残余

应力场与在 oit 作用下得到的纯弹性应力场叠加。用

式(5)中的第 2 式判别应力场是否屈服，若屈服，前

一加载值 o( 1)ip  即为安定极限值 osp ；若不屈服，用

二分法继续下一增量步 o( 1)ip  加载，直到取得能同

时满足式（5）中的第 2、3 式判定条件的最大值

o maxp 。 
⑥在 o1p 和 opp 之间用二分法直到取得能同时

满足式（5）中的第 2、3 式判定条件的最大值 o maxp ，

其中某一加载步 oip 到 o( 1)ip  的实施同步骤⑤。 
 

    y 

po(i-1) 
poi 
po(i-1) 

o                to(i-1)            toi       x 

循环加载 

循环加载 

 
图 2  求残余应力场的加载模式 

Fig.2  Loading path for residual stress field 
 

图 2 中，经过若干循环加载形成稳定残余应力

场后，有 p
ij = 0，即所有残余应力场的变化率 ij = 0，

残余应力场不随时间变化。同时，卸载后得到的稳

定残余应力场 ij 满足下式： 

, 0 ;   0ij j ij jn             （6） 

式(6)中 2 个等式表示稳定残余应力场 ij = 0 外

载作用下满足自平衡条件，因此步骤①～⑥求得的

稳定残余应力场 ij 是不随时间变化的自平衡残余

应力场。另外，由于满足式（5）中第 2、3 式，即

处处不违背屈服条件， ij 就是静力安定定理所要求

的残余应力场。用图 2 加载方式最后所求得的 o maxp
即为安定极限值 osp ，其对应的乘子就是安定极限

乘子 s 。 
具体到图 1 中的计算模型，实际情况下 Hp 和

Vp 在图 3 的二维荷载空间安定包络线下是任意、互 
 

相独立变化的，其加载路径可能为图 3 中的 1L 。文

献[11]中的 2 个定理可以证明，不超出安定包络线

的所有加载路径都将是安定的。另外，由于安定分

析与最不利加载值出现的时间无关，且物体受简单

加载系统作用时，若载荷加大到安定极限载荷，则

其卸载后，物体内所形成的真实的残余应力场就是

安定极限乘子所对应的最佳残余应力场[12]。因此，

可以用前述步骤①～⑥方法所采取的加载路径 2L
替代任意加载路径 1L 进行安定分析，若任意加载路

径 1L 可取得安定极限乘子 s ，则加载路径 2L 也必

能趋向 s 。 
 

 pH 

pV 

1 

2 

o

s 

L2 

L1 

安定包络线

 

 
图 3  二维荷载空间加载示意 

Fig.3  Loading path for two-dimensional load space 

 
为了把问题归结为求安定乘子极限值问题，加

载路径 2L 假定了 Hp 和 Vp 二者呈线性比例关系，即 

H V/ tanp p           （7） 

所求出的 s 是二维空间安定包络线上的一个

点，但当在 o[0,90 ]  内取若干点时，则可求出图

3 中的安定包络线。 

5  结果及分析 

分别考虑了路面摩擦系数、路面厚度、路面作

用荷载分布，以及内摩擦角变化对路面进行了安定

极限分析，并计算了相应工况单调荷载作用下的弹

性极限和塑性极限。 
4 种工况计算参数见表 1，其中， /h a 比值为

第 1 层厚度的变化； /b a 比值反映路面作用荷载的

分布形式，计算结果如图 4～7 所示。 

表 1  4 种工况的计算参数 
Table 1  Calculation parameters of the four conditions 

  1 /(°)  2 /(°) 1 2 c1 / c2 E1 / E2 h/a b/a  
工况 1 40 0 0.3 0.4 5 5 1 0.5 取不同值 
工况 2 30 0 0.3 0.3 5 5 取不同值 0.5 0.4 
工况 3 30 0 0.3 0.3 5 5 1 取不同值 0.4 
工况 4 取不同值 0 0.3 0.3 5 5 1 0.5 0.4 
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图 4  路面摩擦系数对安定极限的影响 

Fig.4  Influence of surface friction on shakedown limit 

 
工况 1：摩擦系数 变化对安定极限的影响。 
由图 4 可见，随着 值的增大，路面的弹性极

限、安定极限、塑性极限逐渐减小，路面切向力的

存在减小了路面的承载能力。本文结果与文献[4]的
相关数据进行了对比，数值结果较为接近，本文方

法的值略小于文献[4]方法所得到的值。 
工况 2：路面厚度 /h a变化对安定极限的影响。

由图 5 可知，路面的弹性极限、安定极限、塑性极

限同表层厚度基本呈线性增大的关系，在考虑经济

性的前提下改变表层厚度可明显提高路面承载力。 

 

 
图 5  路面表层厚度对安定极限的影响 

Fig.5  Influence of layer thickness on shakedown limit 
 
工况 3：荷载分布 /b a 变化对安定极限的影响。

由图 6 可知，梯形分布载集度的增加将引起路面的

弹性极限、安定极限、塑性极限的减小，文献[7]指
出，为了更符合实际情况， /b a 不小于 0.9。为了

保证足够的安全储备， /b a 应取较大值。 
工况 4：内摩擦角 2 变化对安定极限的影响。

由图 7 可知，路面的弹性极限、安定极限、塑性极

限均随内摩擦角增大而增大，其中，安定极限波动

幅值较小，内摩擦角变化引起的安定极限改变有限。 

 
图 6  路面荷载分布对安定极限的影响 

Fig.6  Influence of trapezoidal on shakedown limit 
 

 
图 7  内摩擦角对安定极限的影响 

Fig.7  Influence of material friction angle on  
shakedown limit 

 

6  结  论 

（1）本文给出了一种基于下限定理的安定分析

方法，并将其应用于路面结构的安定分析，结果表

明该方法对于评价路面结构的性状是切实可行的。 
（2）弹性设计方法低估了路面结构的承载能 

力，同时，路面的承载力也达不到塑性极限。复杂

加载比简单加载情形更为不利，安定极限是介于塑

性极限和弹性极限之间的可以考虑复杂加载的合理

承载力设计参数。安定极限可在保证安全性的前提

下，最大限度地发挥材料的潜能。 
（3）路面摩擦系数、路面厚度、路面荷载分布、

内摩擦角均对安定极限有一定影响，其中路面表层

厚度影响尤为显著，通过调整这几个参数可以优化

路面结构的设计。 
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